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INTRODUCERE

Rezolvarea de probleme nu este numai o activitate
indispensabild elevilor in procesul didactic si de dobandire a unei
formatii matematice, dar si o forma primara a cercetarii i creatiei
matematice.

Propunerea si rezolvarea de probleme reprezintd un antrenament
stiintific constant pe care viitorul matematician il incepe la orele de
clasa, 1l continua 1n pregatirea sa individuald pentru scoala si
concursuri, avand drept scop principal autoperfectionarea in
matematica si chiar Tmbratigarea unei cariere stiintifice in acest
domeniu.

Pentru rezolvitorii de probleme, acest antrenament intra si
extragcolar este cel mai important mod de a-si dezvolta unele
abilitati esentiale pentru dobandirea unei gandiri si a unei tehnici
matematice, precum si a unor rezultate competitionale. Aceste
abilitati sunt: intuitia, capacitatea de observatie selectiva, abordarea
analiticd, incadrarea teoretica, capacitatea de deductie si constructie
logica, viteza de calcul.

Materialul didactic necesar unui astfel de antrenament, anume
culegerile de probleme, desi prezente masiv pe piata publicatiilor, in
mare parte nu se ridica la un nivel profesional care sa permita
utilizatorului dezvoltarea abilitatilor matematice enumerate anterior.

Vorbind aici numai despre culegerile de probleme cu solutii,
acestea nu numai ca nu oferd metodologii de rezolvare, cu atat mai
putin metodologii sistematizate, dar in marea lor majoritate sunt
alcatuite prin selectii lipsite de criterii metodice si chiar de
apartenentd la un anumit domeniu sau subdomeniu matematic.

Multe dintre aceste culegeri rdman la stadiul de colectii generale
de probleme si de exemple de solutii prezentate ca atare, fard a avea
o structurd care sa stimuleze si sd imbunatateasca in vreun fel studiul
individual, atat de necesar 1n perfectionarea matematica a elevilor.

Acesta este si motivul pentru care am lansat acest proiect
editorial de realizare a unei colectii de culegeri de probleme Intr-o
formuld structurald noud, prin care se intervine activ in procesul de
studiu, tatonare, incercare si rezolvare efectiva a problemelor, de la



abordare si Incadrare teoretica, pana la indicarea cdii de rezolvare, a
pasilor de executat si generarea solutiei complete.

In fapt, culegerea este structurati pe patru sectiuni separate si
independente, respectiv Enunturi, Ponturi, Algoritmi si
Demonstratii, in aceastd ordine.

Sectiunea enunturilor cuprinde problemele propuse spre
rezolvare, care sunt de nivel mediu si avansat. Problemele sunt
selectate din categoria celor a caror solutie se bazeaza exclusiv pe
rezultate teoretice elementare invatate la clasa, nefiind insa vorba de
aplicatii directe ale teoriei. Sunt probleme care stimuleaza
investigatia individuala, ale caror solutii nu decurg automat din
enunturi, ci sunt rezultatul unui proces deductiv, constructiv si de
observatie netrivial. Este vorba de probleme specifice cercurilor de
matematica si pregatirii concursurilor matematice.

Fiecare problema are un corespondent de pozitie In fiecare din
cele trei sectiuni care urmeaza, aceste sectiuni continand de fapt
solutiile progresive ale problemei:

Ponturile de rezolvare reprezinta un grup de cuvinte cheie (care
pot fi cuvinte, grupuri de cuvinte, propozitii sau expresii matematice
scurte) care au rolul de a sugera rezolvitorului in mod intuitiv, dar si
analitic: modul de abordare initial al problemei, observatii
importante care stau la baza solutiei, categorii de rezultate teoretice
care se aplica in rezolvare si rezultate teoretice specifice. Ponturile
au si rolul de a sugera indirect algoritmul de rezolvare (aflat in
sectiunea urmatoare), fard insa a-l expune sau a-1 sintetiza.

Toate aceste sugestii, indicatii §i trimiteri sunt prezentate
incomplet, Intr-o forma scurta, lasand rezolvitorului sarcina de a
investiga diferitele optiuni de abordare si de a alege pe cea care
deschide calea catre rezolvarea corecta.

Algoritmii de rezolvare reprezintd ansamblurile cronologice ale
pasilor de executat pentru generarea solutiei complete. Algoritmul
este prezentat sub forma unui rezumat si nu compune solutia
completd a problemei, ci doar puncteaza sarcinile si temele partiale
ale caror rezultate vor alcatui in final construtia logica a solutiei.

Chiar si aceste sarcini sunt redate condensat, fard a prezenta
explicit obiectele matematice asupra carora se va opera, ci facand
trimiteri precise la subiectele pasilor anteriori.

Rolul acestei incompletitudini voite a expunerii este acela de a
lasa in seama rezolvitorului identificarea exacta a obiectelor si



sarcinilor de lucru, in scopul reconstituirii integrale a solutiei.
Algoritmul are rolul de a indica direct calea exacta de urmat in
rezolvarea problemei, precum si metodologia aferenta fiecarui pas,
fara a expune Insa modul concret de lucru, modul de combinare a
rezultatelor partiale pentru formarea constructiilor logice sau
desfasurarea detaliata a calculelor.

Aceste caracteristici elimina riscul unei abordari gresite a
problemei sau al urmarii unei cai de rezolvare fara finalitate si
totodata lasa loc suficient lucrului individual pentru completarea
solutiei integrale.

Demonstratiile reprezintd solutiile integrale ale problemelor,
continand intreaga rezolvare desfasurata conform algoritmului de
rezolvare. Prezentarea este completd, In sensul ca nu sunt lasate
nedemonstrate unele rezultate partiale, fie ca exercitiu sau ca fiind
evidente sau usor de dedus.

S-a urmarit expunerea completa a solutiilor, incluzand
detalierea pasilor de executat, observatiile premergatoare deductiilor
si intreaga motivatie logicd, pentru ca materialul sa poata fi parcurs,
urmarit i inteles de o categorie cat mai larga de rezolvitori de
probleme, nu numai de catre cei cu un nivel de pregatire avansat.

Sectiunile descrise mai sus sunt separate in lucrare, astfel incat
rezolvitorul sd poata tatona problema si sa caute cai de rezolvare in
mod independent, fara a vedea in acelasi loc solutiile progresive care
urmeaza. Acesta poate consulta sectiunea urmatoare abia atunci
cand a epuizat fara succes metodele proprii de abordare si studiu
individual ale problemei.

In acest fel, rezolvitorul poate trece de la o solutie progresiva la
alta mai completa dupa ce si-a intrebuintat toate resursele proprii,
acest efort suplimentar constituindu-se el insusi intr-un antrenament
matematic util. Mai mult, procesul de preluare succesiva a
indicatiilor problemelor, combinat cu cel de investigatie individuala
cu posibilitatea de autocorectare a unei abordari eronate, ofera
rezolvitorului un plus de stimulare deosebit de benefica. Toate
aceste elemente confera acestui tip de culegere un real caracter
interactiv.

Asa cum am mentionat, problemele prezentate sunt de nivel
mediu si avansat, iar solutiile acestora pot fi urmarite si de catre
rezolvitorii mai putin abili in abordarea problemelor diferite de cele
specifice programei scolare de la clasa.



Problemele pot fi prezentate si dezbatute la cercurile de
matematicd, sedintele de pregatire a concursurilor si olimpiadelor,
precum si la clasa, in cadrul lucrului diferentiat pe grupe de elevi.
Acestea au un spectru destul de larg in ceea ce priveste gradul de
dificultate, in culegere fiind prezente atat probleme mai simple, a
caror cale si metoda de rezolvare poate fi dedusa direct din enunt,
cat si probleme mai dificile, mergand pana la probleme de olimpiada
internationala.

Majoritatea sunt probleme a caror rezolvare nu este imediata si
care nu reprezintd aplicatii directe ale unui rezultat teoretic izolat,
cadrul teoretic necesar rezolvarii fiind mai complex.

Intalnim si probleme de tip “fals dificil”, in care enuntul creaza
falsa impresie a unei solutii lungi si laborioase, cand de fapt schita
solutiei devine vizibild imediat in urma unei observatii a unui
amanunt important ori a unei constructii sau alegeri ingenioase.
Acest tip de probleme ar trebui sa constituie contraexemple
frumoase pentru cei care au tendinta de a pune din start eticheta de
“imposibila” unei probleme de matematica careia nu reusesc sa ii
deschida “lacatul” din primele incercari si chiar de a pune aceasta
eticheta matematicii insasi.

Topica problemelor parcurge algebra de liceu, in special a
claselor a noua si a zecea, trecand prin domenii ca: numere Intregi si
reale, ecuatii, inegalitati, puteri, logaritmi, divizibilitate, polinoame,
combinatorica.

Selectia celor 101 probleme a fost facuta cu atentie, astfel incat
sa corespunda tuturor criteriilor metodologice urmarite, inclusiv a
gradului de dificultate. Culegerea contine practic trei categorii de
probleme relativ la gradul de dificultate, dispuse consecutiv, intre
care trecerea se face gradual, astfel ca Intregul bloc de probleme
propuse este unul omogen.

Materialul, prin structura sa, este util nu numai rezolvitorilor de
probleme, dar si profesorilor de matematica, fiind un instrument
didactic care poate facilita dezvoltarea intuitiei elevilor In abordarea
problemelor de nivel mediu si avansat, precum si perfectionarea
abilitatilor algoritmice de rezolvare.

Rezolvarea de probleme presupune atat abilitati teoretice si
analitice, dar si algoritmice, dublate de o intuitie matematica de
baza.



Acest concept de culegere vine cu succes in sprijinul dezvoltarii
acestor abilitati ale rezolvitorului, oferind totodata profesorilor de
matematicd modele de predare a rezolvarii problemelor, ca parte
integrantd a procesului de invatare a matematicii.

Lucrarea de fata este prima dintr-o serie care va cuprinde si alte
domenii si subdomenii matematice, culegerile fiind editate in
aceeasi formula structurald, cu solutii progresive separate. Seria face
parte dintr-un proiect publicistic de anvergura care are ca scop
implicarea profesorilor si tuturor absolventilor de matematica in
editarea unor astfel de culegeri ineractive, in formule similare sau
diferite, contribuind astfel la Tmbogétirea materialului didactic
suplimentar, atat de necesar studiului si perfectionarii in matematica
scolara si de concurs.
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ENUNTURI

AL1.1.1 Rezolvati sistemul pentru x, y reali:
(x - 1)()/2 + 6): y(x2 + 1)
(y — 1)(x2 + 6) = x(y2 + 1)

AL1.1.2 Consideram sirul de Intregi pozitivi care satisface
relatia a, =a. ,+a, , +a_ , pentru orice n>3.
Aratati ca dacd a, =1997, atunci k <3.

AL1.1.5 Aritati cd ecuatia x* + " +2z° +3(x+y+2)+5=0
nu are solutii in numere rationale.

AL1.1.6 Stiind ci 133° +110° +84° +27° =k°, unde k este
numadr Intreg, gasiti £.

AL1.1.77 Se dau n numere Xx,, x,, ..., x, diferite de 0. Sa se
demonstreze cd existd un numar irational a astfel incat numerele
ax;,i=1,...,n sd fie irationale.

N. Ceti, V. Marchidan

AL1.1.78 Sa se arate ca numarul
N=1+2-3+4-5-6+7-8-9-10+11-12-13-14-15+ -+ nu este patrat

perfect, daca numarul termenilor este mai mare ca 1.
C. Rusu

AL1.1.79 Sai se afle restul impartirii numarului 57, n e N, prin

31.
D. Andrica
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AL1.1.80 Sa se demonstreze ca
|sin 2x+2sin(x + y)—sin 2 y| <22 , oricare ar fi x, y numere reale.
D. Batinetu

AL1.1.81 Fie 1000 de numere naturale nenule si distincte,
avand suma 1000998. Demonstrati cd printre ele exista cel putin

doua numere impare.
L. Niculescu

AL1.1.95 Sa se determine toate polinoamele P e R[X] cu
proprietatea cid P(x*) = P*(x),VxeR.

AL1.1.96 Sa se arate ca oricum am alege cinci numere intregi,
exista printre ele doud care au suma sau diferenta divizibila cu 7.
1. Tomescu

AL1.1.101 Fie P un polinom cu coeficienti complecsi. Sa se
demonstreze cd functia polinomiald asociata este pard daca si numai
daca existd un polinom Q cu coeficienti complecsi astfel incat
P(x)=0(x)0(-x), VxeC

M. Tena
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PONTURI

AL1.1.1 Adunarea si scaderea ecuatiilor; completarea
patratelor; substitutii.

AL1.1.2 Reducere la absurd; relatia se aplica la doua triplete
diferite din patru termeni consecutivi; inegalitdti Intre numere care
diferd prin cantitdti pozitive.

AL1.1.5 Suma de patrate; substitutii; reducere la absurd; orice
patrat perfect este congruent cu 0 sau 1 modulo 4; teorema Tmpartirii
cu rest; divizibilitate; paritate.

AL1.1.6 Ultimele cifre ale lui n si n° sunt aceleasi; membrul
stang este congruent cu 0 modulo 3; inegalitati.

AL1.1.77 Daca m e prim, atunci Jm e irational; tabel cu n

coloane si o infinitate de linii; reducere la absurd; principiul de
numadrare; a, b rationale implica a/b rational.

AL1.1.78 Termeni multiplii de 10; restul impartirii la 10;
ultima cifra.

AL1.1.79 5*";125=124+1.

AL1.1.80 Formula (sin a — sin b); impartire cu
J1+sin’(x - y) ; proprietitile functiilor trigonometrice sin si cos.

13



AL1.1.95 P=0, P=1; scrierea lui P 1n forma standard;
P=a, X" ;reducere la absurd; daca polinoamele P si Q sunt egale si

P contine un termen In X", atunci si Q contine un astfel de termen.

AL1.1.96 Resturile patratelor perfecte la impartirea cu 7;
teorema Tmpartirii cu rest; principiul de numarare; formula diferentei

patratelor a doud numere; divizibilitate.

AL1.1.101 Forma standard a lui P; identificarea coeficientilor;
P(x) = P(x") ; radicinile lui P ; forma canonicd a lui P,; formula

diferentei patratelor a doua numere.
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ALGORITMI

AL1.1.1

Adunati cele doua ecuatii date.

Completati patrate in ecuatia rezultata.

Scédeti cea de-a doua ecuatie data din prima.

Grupati termenii $i scoateti factorul comun pentru a obtine
(x=y)x+y-2xy+7)=0

Rearanjati termenii §i scoateti factor comun 1n factorul al doilea
al produsului.

Faceti substitutiilea=x—-5/2s1 b=y —5/2.

Rezolvati noul sistem in a si b format din ultima ecuatie si
prima ecuatie obtinuta din adunarea celor doud ecuatii originale.

Aranjati termenii pentru a pune in evidenta a + b.

Rezolvati ecuatia de gradul doi in a + b.

Faceti o noua substitutie §i aranjati termenii pentru a pune in
evidenta a — b.

Gasiti valoarea lui a — b.

AL1.1.2

Reducere la absurd. Presupuneti ca existd £ > 3 pentru care este
verificata relatia.

Considerati cei patru termeni care trebuie sd existe.

Aplicati relatia data pentru cel de-al patrulea termen a, =1997
sl aratati ca a, , <44.

Aplicati relatia data pentru cel de-al treilea termen a, | si aratati

cd a,_, 261, contradictie.

AL1.1.5
Completati patrate in membrul stang al ecuatiei si scrieti-1 ca o
suma de patrate.

Aritati cd ecuatia dati este echivalentd cu a’ +5b° +¢” =7d” in
numere intregi.
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Reducere la absurd: presupuneti ca exista o solutie minimala (in

sensul sumei valorilor absolute).

Aratati ca orice patrat perfect este congruent cu 0 sau 1 modulo
4, folosind teorema Tmpartirii cu rest.

Aratati ca a, b, ¢, d sunt pare.

Aratati ca (a/2, b/2, c¢/2, d/2) este o tot o solutie, care contrazice
presupunerea de minimalitate.

AL1.1.6
Aratati ca ultima cifra a membrului stang este 4.

Aratati ca 3 | k si cea mai mica posibilitate pentru k este 144,

iar urmatoarea este 174.

Aratati ca fiecare putere din membrul sting este mai micad decat
un multiplu de 10" si adunati inegalititile.

Aritati ¢ membrul stAng este mai mic decat 10" .

Aratati ca k nu poate fi 170, deci nu poate fi nici 174.

AL1.1.77
Aratati ca toate numerele \/% , cu m prim, sunt irationale.

Considerati toate numerele +/m , cu m prim, §i notati-le prin
Jj=ln

Vs Vaseees Vs ... . Formati tabelul infinit (yixj) cu n coloane si

i=1,0
o infinitate de linii. Ardtati cd exista o linie care contine numai

numere irationale:

Demonstrati prin reducere la absurd: Presupuneti ca in fiecare
linie existd cel putin un numar rational. Aratati ca exista cel putin o
coloand care contine doua numere rationale.

Aratati ca raportul acestor doud numere este irational,

contradictie.

AL1.1.78
Aratati ca termenii de rang mai mare ca 3 sunt multiplii de 10.

Aratati ca ultima cifra a lui N este 7.
Reducere la absurd: Presupuneti N patrat perfect. Aratati ca
ultima cifra a lui N nu poate fi 7, contradictie.

16



AL1.1.79
Aridtati ca 57 =5 scriind 7=6+ 1.

Aritati ca 5" = (31m+1)* -5, scriind 125 =124 + 1.
Aridtatica 57 =31g+5.

AL1.1.80
Notati cu f(x, y) expresia din modul. Exprimati f{x, y) scriind
sin 2x — sin 2y ca un produs si scotand in factor comun fortat

t =Jl+sin’(x - y).

Aratati ca exista g(x, y) real astfel Incat sin g(x, y) = sin(x—y)

t
. 1
s cosg(x,y) = .

Inlocuiti aceste expresii in expresia lui f{x, y) si aratati ca
|f(x, y)| < 2\/5, folosind faptul ca |sin a| <l,VaeR.

AL1.1.95
Verificati cd polinoamele P = 0 si P = 1 satisfac conditia data.

Presupuneti P #0, P #1. Aratati ca P este de forma a, X" prin
reducere la absurd:

Scrieti P in forma standard cu coeficientii a, si gradul n.

Presupuneti ca exista k € {0, L...,n —1} astfel incat a, # 0 si
a, =0 pentru orice s € {k+1,k+2,...,n—1}. Scrieti relatia
inlocuind coeficientii conform acestei presupuneri.

Studiati termenii in x"** in ambii membrii i aritati cd in
membrul stdng nu existd un astfel de termen, contradictie.

Scrieti egalitatea datd pentru P =q, X" si arataticd a, =1.

AL1.1.96

Aratati ca resturile posibile la Tmpartirea unui patrat perfect prin
7 sunt 0, 1, 2, 4, folosind teorema Tmpartirii cu rest.

Considerati cinci numere intregi oarecare si patratele acestora.

17



Aplicati proprietatea demonstratd anterior acestor patrate.

Aratati ca cel putin doud din aceste pdtrate dau acelasi rest la
impartirea cu 7 folosind principiul de numarare.

Exprimati diferenta acestor patrate si ardtati ca suma sau
diferenta radacinilor lor pétrate este divizibild cu 7.

AL1.1.101

Verificati ca implicatia "<=" este evidenta (P(x) = P(-x)).

Pentru implicatia "= " presupuneti ca P este para si scrieti
relatia P(x) = P(—x) folosind forma standard a polinomului P, cu
coeficienti a, si gradul .

Aratati ca toti coeficientii termenilor cu puteri impare ale lui x
sunt nuli.

Aritati cd P se poate scrie ca P(x) = P(x"), oricare ar fi x real.

Considerati numerele y, € C astfel incat y; =x, i=1,...,n) si
b e C astfel incat b* = (—1)"a si rescrieti relatia obtinuti anterior.

Grupati factorii convenabil, folositi formula diferentei patratelor
a doud numere si exprimati P(x) sub forma Q(x)Q(—x).

18



DEMONSTRATII

AL1.1.1
Adunam cele doua ecuatii date. Dupa simplificare si
completarea patratelor, obtinem ecuatia:

(x=5/2F +(y-5/2Y =1/2. (1)

Scddem cea de-a doua ecuatie din prima si grupam termenii:
(Y =x)+6(x=y)+(x+y)(x—y)=xp(x—y)+(y—x)
(x=—[xy+6+(x+y)—xy+1]=0
(x=y)(x+y-2xy+7)=0

Rezultd cax—y=0saux+y—2xy+7=0. Singurele

rezolvand ecuatia (1) prin substitutia x = y). Toate solutiile
sistemului original cu x # y vor fi solutii ale ecuatiei

x+y—2xy+7=0. Aceasta ecuatie este echivalentd cu urmatoarea
(obtinuta prin rearanjarea termenilor si factorizare):
(x=1/2)(y-1/2)=15/4 (2)
Acum rezolvam ecuatiile (1) si (2) simultan. Fiea =x —5/2 si
b=y —5/2. Atunci ecuatia (1) este echivalenta cu
a’+b>=1/2. (3)
si ecuatia (2) este echivalentd cu:
(a+2)b+2)=15/4=ab+2(a+b)=-1/4
= 2ab+4(a+b)=-1/2 (4)
Adunand ecuatia (4) cu ecuatia (3), gasim:
(a+b) +4a+b)=0=a+b=0,-4 (5
Scazand ecuatia (4) din ecuatia (3), gdsim:
(a—b)Y —4(a+b)=1 (6)
Observam ca daca a + b = — 4, atunci ecuatia (6) este falsa.
Deci, a + b = 0. Inlocuind aceasta 1n ecuatia (6), obtinem:
(a-bY=1=a-b=%1 (7)
Deoarece a + b = 0, putem acum gasi toate perechile ordonate
(a, b) cu ajutorul ecuatiei (7). Ele sunt (— 1/2, 1/2) 51 (1/2, — 1/2).
Rezulta ca singurele solutii pentru (x, y) sunt (2, 2), (3, 3), (2, 3)
si(3,2).
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AL1.1.2

Presupunem cd pentru anumiti £ > 3, a, =1997 . Atunci, fiecare
din numerele q, |, a, ,,a, ;1 a, , trebuie sd existe.

Fiew=a, ,, x=a, ,, y=a, ;81 z=a, ,.

Conform conditiei date, 1997 = w” + x> + y°. Astfel,

w<A/1997 <45, si cum w este intreg pozitiv, w<44.
Dar atunci x> + y*> 21997 — 44> =61,
Pe de alti parte, w=x" + y* + z*. Deoarece x*+y” > 61 si

2220, w=x>+y"+2z°>61. Dar w<44, contradictie.

AL1.1.5

Fieu=2x+3,v=2y+ 3, w=2z+ 3. Atunci ecuatia data este
echivalentd cu u” +v” +w’ =7 . A ariita ci aceasti ecuatie are
solutii in numere rationale este echivalent cu a arata cd ecuatia
a’ +b*> +c* =7d* are solutii nenule in numere intregi.

Presupunem contrariul, anume ca (a, b, ¢, d) este o solutie
nenula cu |a|+|b| +|c|+|d| minim.

Aratam mai Intai ca orice patrat perfect este congruent cu 0 sau
1 modulo 4. Intr-adevir, dacin=4m +k, cu k € {0, 1,2, 3} , atunci

n* =16m* + 8mk + k* si se verifici usor pentru k=0, 1,2, 3 c
resturile Impartirii lui &* prin 4 pot fi doar 0 sau 1. Rezulti ci

resturile posibile la impdrtirea lui #° prin 4 sunt tot 0, 1. Am aritat
astfel ca orice patrat perfect are aceasta proprietate.

Sub conditia de minimalitate impusa, avem ca fiecare dintre a,
b, ¢, d este congruent cu 0 modulo 4.

Astfel, trebuie sa avem a, b, ¢, d pare, deci d este de asemenea
par.

Dar atunci (a/2, b/2, ¢/2, d/2) este de asemenea solutie a ecuatiei
si este o solutie mai mica (in sensul sumei modulelor), contradictie.

AL1.1.6

Ultimele cifre ale lui n si n° sunt aceleasi. Deci ultima cifrd a
membrului stang este aceeasi cu a numarului 3 + 0 +4 +7, adica 4.
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Asadar, ultima cifra a lui £ este 4. Avem 133 =1(mod 3),
110 =-1(mod 3), 84 =0(mod 3), 27 = 0 (mod 3), deci membrul
stang este congruent cu 0 modulo 3. Bineinteles, £ > 133. Rezulta ca
cea mai micd posibilitate pentru k este 144, iar urmatoarea este 174.

1°=(10+1’=10°+5-10* +10-10° +10-10> +5-10+1=161051,

deci 110° =11°-10° =1.61051-10" < 2-10". Evident, 27 si 84 sunt

mai mici decat 100, deci 27° si 84° sunt mai mici decat 10".
Similar, 133° < (1331/10)° =117 /10° <5-10". Astfel, membrul

sting este mai mic decat 10" . Dar 170 = 28900 > 28000,

170* = 780000000 > 7-10° si 170° > 10" . Rezulti ci singura
posibilitate pentru k& este 144.

AL1.1.77

Numerele de forma \/% , cu m prim, sunt irationale. Intr-adevir,
pentru m = 1 propozitia este adevarata. Pentru m > 1, daca

. < a . .. :
presupunem prin absurd ca Vm = i cu a, b intregi, iar fractia a/b o

luam ireductibild, rezultd mb*> = a’, de unde m | a* si cum m este
prim, rezultd m | a . Rezultd cd a = mk, cu k natural. Inlocuind,

obtinem mb*> = m’k”, adici b> = mk> . Conform unui rationament

similar, rezultd ca m | b. Deci m > 1 este un divizor comun al

numerelor a si b, contradictie.
Notdm aceste numere vm prin y,, y,,...,»,,... . Formam
urmatorul tabel infinit:

ax, ax, ... ax,_, ax,
WX, ayX, ... GX,, G,X,
a,x, a,x, ... a,x,, a,x,
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Vom demonstra proprietatea cerutd prin reducere la absurd.
Presupunem ca pe fiecare linie exista cel putin un numar rational.
Deoarece avem o infinitate de linii si numai n coloane, rezulta ca
exista cel putin o coloana cu doud numere rationale. Fie aceasta
coloana elementelor x,. Cele doua numere rationale vor fi de forma

ax,

a :
=—.Dar q, s1 q,
ax, a

a;x, si a;x, . Facand raportul lor obtinem
J

fiind irationale si numerele de sub radical fiind prime, rezulta ca
raportul lor este irational. Am ajuns la o contradictie, anume ca un
numar rational s fie egal cu unul irational.

AL1.1.78

Toti termenii de rang mai mare ca 3 sunt multiplii de 10,
deoarece produsul contine cel putin un numar par si un numar
divizibil cu 5.

Rezulta ca restul impartirii lui Nla 10 este 1+2-3 =7 sideci 7
este ultima cifrd a lui N.

Insa nu exista niciun pitrat perfect a crui ultima cifra este 7,
deoarece patratele perfecte pot avea ultima cifrd numai 0, 1,4, 5, 6
sau 9.

AL1.1.79
Putem scrie numérul 5" sub urmitoarele forme:

57 =50 — 5% — 1258 5= 3lm+1) - 5=31p+1)-5=31g+5.
Deci restul impartirii numarului dat la 31 este 5.

AL1.1.80
Fie f(x, y)=sin2x+2sin(x+ y)—sin2y =
=2sin(x — y)cos(x + y) + 2sin(x + y) =

=21 +sin’(x + y) sin(x — y) cos(x+y)+

\/1+sin2(x+y)

+ sin(x + ) |.
Jl+sin®(x + y)
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2 2

Dar sin(x— y) + ! =1 si deci exista

1+sin’(x+ y) 1+sin®(x + y)

g(x, y) e R astfel incat:

SN ) _ing(x, y) i 1
JL+sin®(x + y) JL+sin?(x + )
Inlocuind in expresia lui f(x, y) gésita, obtinem:
1f(x, p)|= 21 +sin’(x— y) [sin(x + y + g(x, y))| <
<2 /1+sin*(x—y) <22 .

=cosg(x, y)

AL1.1.95
Se verifica simplu ca polinoamele P = 0 si P = 1 satisfac
conditia data. Presupunem P =0, P#1. Fie Pe R[X],

P=aX"+a

P(x,)=P(x),VxeR<ax" +a, X"+ +ax’+a,=

X"+ +vaX+a,, a #0.

n—1

2
’1+---+a1x+a0) ,VxeR

_ n n
= (anx +a, x
Presupunem ca existd k {O, L...,n —1} astfel Incat a, # 0 si
a, =0 pentru orice s € {k+1,k+2,...,n—1}, ceea ce este
echivalent cu faptul ca P nu este de forma a, X" . Avem atunci:
P(x)=ax"+ax"+a_x"+-+ax+a,
PO =ax" +ax™* +a,_x*"*"+. +ax’ +a,
Relatia data devine:
2n 2% 2 _ n k 2
ax"+ax" +--+ax +a,=(ax"+ax +---+ax+a,) ,VxeR
In membrul drept al relatiei de mai sus, coeficientul lui x"**
este 2a,a, # 0, in timp ce In membrul stdng nu exista un termen in

x"* deoarece 2n > n + k> 2k. Prin urmare am ajuns la o
contradictie, deci presupunerea facuta este absurda. Rezulta ca
P=a,X". Inlocuind 1n relatia data, obtinem:

P(xX*)=P(x),VxeR< ax" =ax",VxeR< a. =a, = a, =1
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Deci P=X".
Prin urmare, polinoamele care satisfac conditia din enunt sunt
Pe{0,1, X"}

AL1.1.96

Aratam mai intai ca resturile posibile ale impartirii oricarui
patrat perfect la 7 sunt 0, 1, 2 sau 4.

Intr-adevar, dacin=Tm +k,cu k € {0, 1,2,3,4,5, 6} , atunci

n’> =49m’> +14mk + k* si se verificd usor pentru k=0, 1, 2, 3, 4, 5,
6 ci resturile impartirii lui k” prin 7 pot fi doar 0, 1, 2 sau 4. Rezulti
ci resturile posibile la impirtirea lui »” prin 7 sunt tot 0, 1, 2 sau 4.
Am aratat astfel ca orice patrat perfect are aceasta proprietate.

Fie acum a, b, ¢, d, e cinci numere Intregi arbitrare. Conform
proprietatii de mai sus, pdtratele lor nu pot da la impartirea cu 7
decat unul din cele patru resturi 0, 1, 2, 4. Avand cinci numere si
patru resturi, conform principiului de numadrare, exista cel putin
douad patrate care dau acelasi rest la impartirea cu 7. Exista deci

x,yela,b,c,d,e} astfel incat x> —y*17. Dar

x*—y* =(x—y)(x+y) sicum 7 este numar prim, deducem ci 7
divide x + y sau x — y.

AL1.1.101
Daca exista un polinom Q cu proprietatea din enunt, este
evident ca functia polinomiala P este para, deoarece

P(=x) = O(=x) O(x) = P(x).

Reciproc, sa presupunem ca functia polinomiald P este para. Fie
P(x)=a,+ax+--+ax",cua eC,Vi=1,...,n.

Scriind P(x) = P(—x) , Vx € C si identificand coeficientii,
rezultd ca toti coeficientii termenilor cu puteri impare ale lui x sunt
nuli. Deci putem scrie:

P(x)=a, +a,x’ +ax* +-+a,x" =P(x*), VxeC, (1)

unde B este un polinom de gradul n.
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Daca x,, x,, ..., x, € C sunt radacinile polinomului £, putem
scrie P(x)=a(x—x)(x—x,) - (x—x,) cu aeC" siatunci (1)
devine P(x)=a(x’ —x)(x*—x,) - (x* —x,) =
= (- a(x =3, =6 - (x, = x) . (2)

Fie numerele y,, y,, ..., y, € C astfel incat y’ =x, (i=1,..., n)
si de asemenea fie b € C astfel incat b° = (=1)"a.

Relatia (2) devine:

P(x)=b"(y) =)y =x7) - (v, —x7) =
=[b + X))y, +x) - (¥, + )] [b(y = x)(y, = x) - (y, = X)].
Luand Q(x)=b(y, +x)(y, +x)--- (y, + x) obtinem
P(x)=0(x)0(—x), VxeC.
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